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Pensieve header: The PBW multiplication tensor for upper nilpotent matrices using the $\lambda$-
tangent formalism. Some material from pensieve://Projects/UEA.

in[-1:=  SetDirectory@"C:\\drorbn\\AcademicPensieve\\Projects\\SolvablePBW";
<< KnotTheory”

Loading KnotTheory™ version of October 29, 2024, 10:29:52.1301.
Read more at http://katlas.org/wiki/KnotTheory.

Prolog

m[-1:= BeginPackage["UEA™ "];

Print["UEA" does computations in general universal enveloping
algebras and PBW algebras. It is in the public domain, available
at http://drorbn.net/AcademicPensieve/Projects/SolvablePBW/.
Dror Bar-Natan is committed to support it within
reason until June 1, 2027. This is version 260601."];

Print["UEA" implements / extends ",

Sorte {"x+", B, m, SetAlgebra, U, UB, UProducts, USimp, UU, $Basis, $PBWRule, 6},
e

Begin[" Private "];

UEA™ does computations in general universal enveloping algebras and PBW algebras. It is in the
public domain, available at http://drorbn.net/AcademicPensieve/Projects/SolvablePBW/. Dror
Bar-Natan is committed to support it within reason until June 1, 2027. This is version 260601.

UEA® implements / extends {«+*, B, m, SetAlgebra, U, UB, UProducts, USimp, UU, &, $Basis, $PBWRule}.
Utilities
In[]:= 51:_,_7'_ o= I‘F[l ==j, 1, 0];

Implementing general universal enveloping algebras

mmi-1:= B[@, _]1 =05 B[_, 0] =0;
B[c_*x_, vy ] /; MemberQ[$Basis, x] := Expand[cB[x, y]];
B[y , c_*x_] /; MemberQ[$Basis, x] := Expand[c B[y, x]];
B[x Plus, y ] := B[#, y] & /@ x;
B[x_, y Plus] := B[x, #] & /@ y;
B[x , x_ ] =0;
B[y , x_] := Expand[-B[x, y1]1;
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In[«]:=
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X_ =y :=0rderedQ[{x, vy} /. $PBWRule]; x <y :=!OrderedQ[{y, x} /. $PBWRule];

UU; [1] := U;[];
UU; [x_"-] :=UU; eeTable[x, {p}];
W; [6] :=6 /. {

Ulxs__ ] = U;[xs],

X_ /; MemberQ[$Basis, x] = U;[x]

}s
UU; [x_, xs__] t= UUg [x] UUga[xs] // Expand // Mgy ea,:3
USimp[& ] := Collect[&, Times[U [__] ..], Expand];
USimp[& ] := Expand[&];

ms [0] =0;

ms [x_Plus] := ms /@ x;

ms [sd_SeriesData] := MapAt[mg, sd, {3, All}];
m .5 [&] =& /. Ui ->Ujy;

mi ,j e [€_-Ui [x___TU; [1] :=cUg[x];
m; ,5 e [€_-Ui [TU; [Vv___ 11 :=cU[y];

mi 5ok [€C_ U [xx__ ,x JU; [y ,yy _1]1:=If[xxy,
cUp[xx, x, ¥, yy¥1,

((Ui[xx] (Uj[y, x] +UU;[B[x, y11) // Expand // m; j,;) U;[yy] // Expand // m; ;)

c // USimp
15

UProducts[{}, @] = {1}; UProducts[{}, d Integer] /; d>0 = {};

UProducts[{i_, is___}, d_Integer] := Sorte

FlatteneTable[ (U; @@e Subsets [$Basis, {j}]1) u, {j, @, d}, {u, UProducts[{is}, d-3j1}1;

Supp[&_] := UnioneCases[{&}, U; [___]1» 1, «];

Unprotect [NonCommutativeMultiply] ;
NonCommutativeMultiply[x ] := x;
X_ %%y := Module[{is = Supp[x] N Supp[V], o, 2z},
z=x; DO[Z =Mmj0eil[2], {i, i5}];
z = Expand[y z]; DO[Z = Myei,i5i[2], {1, is}]; 2];
UB[Xx _, v ] := USImp[Xx ** Yy -y %% X];

Epilog

In[«]:=

End[]; EndPackage[];
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Predefined Algebras

sl(2)

in[-]1:=  Print ["UEA" SetAlgebra knows \"s12\"."];

UEA" SetAlgebra knows "s12".

m[-]:= SetAlgebra["sl2"] := (
Print["In sl2: (e,h,f)/([h,e]=2e, [h,f]=-2f, [e,f]=h)."];
B[h, e] =2e; B[h, f] =-2f; B[e, f] = h;
$Basis = {e, h, f};
$PBWRule = {e-»>1, h» 2, f - 3};
)5

un,

mi-)=  Print["UEA SetAlgebra knows the nilpotent algebra un,."];

UEA" SetAlgebra knows the nilpotent algebra un,.

in[-]:=  SetAlgebrafun, ] := (
$Basis = FlatteneTable[x,,;, {B, 2, n}, {a, 1, B-1}];
$PBWRule = Thread[$Basis » Range@Length@$Basis];
B[Xi ,i 5 Xe ,0 ] t=065,rXi,1 =61,iXg,55

)5

in[-]1:= SetAlgebraf[uns];
$PBWRule

MatrixForm@Table[{bl, b2} » B[b1, b2], {bl, $Basis}, {b2, $Basis}]
Out[«]=
{Xl)zﬁl, X1,3%2, X2,3—>3, X1,4%4, X2)4%5, X3’4%6, X1,5%7, X2J5%8, X3)5%9, X4)5%10}

Out[-]//MatrixForm=

{X1,25 X1,2} > © {X1,25 X1,3} ~>© {X1,25 X2,3} = X1,3 {X1,25 X1,4} > © {X1,25 X2,4} > X1,
{X1,35 X1,2} » © {X1,3, X1,3} > © {X1,3, X2,3} > © {X1,3, X1,4} > © {X1,3, X2,4} > @
{X2,35 X1,2} > -X1,3  {X2,3, X1,3} > © {X2,35 X2,3} > © {X2,35 X1,4} > © {X2,35 X2,4} > ©
{X1,45 X1,2} > © {X1,45 X1,3} > 0@ {X1,45 X2,3} > 0 {X1,45 X1,4} > © {X1,4, X2,4} > ©
{X2,45 X1,2} = -X1,4  {X2,4, X1,3} > © {X2,4, X2,3} > 0 {X2,45 X1,4} > © {X2,4, X2,4} > ©
{X3,45 X1,2} >0 {X3,4, X1,3} > ~X1,4 {X3,4, X2,3} > -X2,4  {X3,4, X1,4} > © {X3,4, X2,4} > ©
{X1,5, X1,2} > © {X1,5, X1,3} > © {X1,5, X2,3} > © {X1,5, X1,4} > © {X1,5, X2,4} > ©
{X2,55 X1,2} > -X1,5  {Xz,5, X1,3} > © {X2,55 X2,3} > © {X2,55 X1,4} > © {X2,55 X2,41 > ©
{X3,55 X1,2} 20 {X3,5, X1,3} = —X1,5 {X3,5, X2,3} > -Xa,5  {X3,5, X1,4} >0 {X3,5, X2,4} > ©
{Xa,5, X1,2} - © {Xa,5, X1,3} - © {Xa,5, X2,3} >0  {Xa,5, X1,4} > -X1,5 {Xa,5, X2,4} > -Xo,5
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in[-]:= X0 = ($Basis /. x » £) .$Basis;
yo = ($Basis /. x » n) .$Basis
Out[-]=
X1,2 M1,2 + X1,37M1,3 + X1,4 1,4 + X1,5 1,5 + X2,3 12,3 + X2,4 12,4 + X2,5 12,5 + X3,4 13,4 + X3,5 13,5 + Xa,5 4,5

mm[-1:=  adExp[x_][y_]1 := Expand@Module[ {A, b, c},
A = Table[Coefficient[B[b, x], c], {c, $Basis}, {b, $Basis}];
$Basis.MatrixExp[A] .Table[Coefficient[y, b], {b, $Basis}]
1

in[-1:= adExp[x0] [y0]
out[«]=
X1,2 M1,2 + X1,37M1,3 + X1,4 M1,4 + X1,5 1,5 + X2,3 12,3 + X2,4 12,4 + X2,5 12,5 + X3,4 13,4 + X3,5 13,5 + Xa,5 Na,5 —

X1,3M2,3 1,2~ X1,4M2,4 1,2 — X1,5 2,5 €1,2 — X1,4 13,4 1,3 — X1,5 13,5 €1,3 = X1,5 Ma,5 $1,4 +
1
X1,3M1,2 $2,3 — X2,4 13,4 $2,3 — X2,5 13,5 £2,3 + E X1,4 13,4 §1,2 $2,3 + E X1,5 13,5 1,2 £2,3 +

1
X1,4 11,2 2,4 — X2,5 Na,5 $2,4 + E X1,5 Na,s 1,2 $2,4 + X1,5 11,2 $2,5 + X1,4 11,3 £3,4 +
X2,4 12,3 £3,4 — X3,5 Na,5 3,4 — X1,4 12,3 1,2 £3,4 + ; X1,5 Na,5 1,3 3,4 + E X1,4 71,2 $2,3 83,4 +

1
E X3,5MNa,5 $2,3 £3,4 - g X1,5 Ma,5 $1,2 £2,3 €3,4 + X1,5 171,3 §3,5 + X2,5 12,3 3,5 — X1,5 72,3 §1,2 §3,5 +

1
— X1,5 N1,2 €2,3 €3,5 + X1,5 11,4 S4,5 + X2,5 12,4 Sa,5 + X3,5 13,4 Sa,5 — X1,5 12,4 1,2 Ea,5 —
X1,5 13,4 $1,3 $a,5 — X2,5 13,4 $2,3 Sa,5 + 5 X1,5 13,4 $1,2 $2,3 4,5 + E X1,5 11,2 $2,4 Sa,5 +
1

— X1,5 11,3 3,4 Sa,5 + 5 X2,5 72,3 £3,4 4,5 - E X1,5 72,3 1,2 €3,4 E4,5 + g X1,5 M1,2 £2,3 £3,4 Ea,5

in[-]:- Coefficient [adExp[x@] [yO], Xi,s]

Out[«]=
N1,5 = N2,5 $1,2 = 13,5 1,3 — Na,5 $1,4 + E n3,5 1,2 2,3 + E Na,s 1,2 2,4 + 11,2 $2,5 + 5 Na,s £1,3 £3,4 -

1 1
g Na,s $1,2 2,3 §3,4 + 1M1,3 3,5 — 12,3 1,2 §3,5 + E N1,2 $2,3 $3,5 + N1,4 Sa,5 —N2,4 $1,2 S4,5 — 13,4 1,3 Sa,5 +

1 1 1 1 1
E n3,4 1,2 £2,3 Sa,5 + E N1,2 £2,4 €a,5 + E N1,3 €3,4 Sa,5 — E N2,3 €1,2 $3,4 S4,5 + g N1,2 £2,3 £3,4 4,5

in[-]:= ATangent[] = 0;
ATangent([xs___, x_] :=adExp[x] [ATangent[xs]] + 0, X;
ATangent[xs_List] := ATangent @@ xs

in[-]:- $Basis ($Basis /. x> &)
Out[e]=
{X1,2 €1,25 X1,3 €1,35 X2,3 2,35 X1,4 $1,45 X2,4 $2,45 X3,4 £3,45 X1,5 1,5, X2,5 $2,5, X3,5 3,5, Xa,5 Ea,5}

https://drorbn.net/AcademicPensieve/Projects/SolvablePBW/#MathematicaNotebooks



Dror Bar-Natan: Academic Pensieve: Projects: SolvablePBW: unn.nb 2026-06-01 10:47:56

in[-]:= ATangente@ (A $Basis ($Basis /. x - &))
Out[«]=
X1,2 €1,2 + X1,3 81,3+ X1,4 §1,4 + X1,5 1,5 + X2,3 2,3 + A X1,3 81,2 62,3 +
X2,4 €2,4 + AX1,4 81,2 E2,4 + X2,5 2,5 + AX1,5 E1,2 E2,5 + X3,4 3,4 + AX1,4 E1,3 3,4+
AX2,4 €23 E3,a+ A2 Xe,0 61,2 E2,3 63,0+ X3,5 E3,5 + AXa,5 £1,3 E3,5 + AXp,5 £2,3 E3,5 +
A% X1,5 €1,2 €2,3 €3,5 + Xa,5 Ea,5 + AX1,5 E1,a Sa,5 + AXa,s E2,4 Ea,5 + A2 Xa,5 £1,2 E2,4 Ea,5 +

2 2 3
AX3,5E3,4 84,5+ A" X1,581,3E83,484,5+ A" X2,582,383,484,5+ A" X1,5E81,2E2,3E3,48a,5

in[-]:= 1hs = Join[A $Basis ($Basis /. x » &£), A $Basis ($Basis /. x»n)] // ATangent
Out[e]=
X1,2 M1,2 + X1,3 71,3 + X1,4 1,4 + X1,5 11,5 + X2,3 12,3 + A X1,3 11,2 12,3 + X2,4 2,4 + AX1,4M1,2 12,4 +
X2,5M2,5 + AX1,5 11,2 12,5 + X3,4 13,4 + AX1,47M1,37]3,4+AX2,472,313,4 + 2 X1,4 M1,2 M2,3 73,4 +
X3,5 3,5 + AX1,5 11,3 13,5 + A X2,5 12,3 13,5 + A° X1,5 11,2 12,3 13,5 + Xa,5 Na,5 + A X,5 11,4 Na,s +
A Xa,5 12,4 Na,s + A2 X1,5 11,2 12,4 Na,s + A X3,5 13,4 Na,s5 + A> X1,5 11,3 3,4 Na,s + A° X2,5 12,3 13,4 a5 +
X% X1,5 11,2 M2,3 13,4 Na,s + X1,2 E1,2 + AX1,3 12,3 E1,2 + AX1,2 12,4 E1,2 + AX1,5 2,5 £1,2 +
X% X1,aM2,3 3,8 E1,2 + A° X1,5 12,3 N3,5 €1,2 + A° Xa,5 N2,4 Na,s E1,2 + A> Xa,5 N2,3 13,4 Na,5 E1,2 +
X1,3E1,3 + AX1,4 03,8 E1,3 + A X5 13,5 §1,3 + A° X1,5 73,2 Na,s §1,3 + X1,4 E1,4 + AX1,5 Ma,5 E1,2 +
X1,5 1,5 + X2,3 €2,3 - AX1,3M1,2 £2,3+ AX2,473,482,3 - 22 X1,4M1,2 13,4 2,3 + AX2,5 13,5 E2,3 —
22 X1,5 M1,2 13,5 £2,3 + A2 X2,5 13,4 Na,s5 $2,3 — 33 X1,5 11,2 7113,4 Na,5 £2,3 + AX1,3 81,2 2,3 +
e X1,4M3,4 1,2 §2,3 + A2 X1,5 13,5 1,2 §2,3 + b X1,5 13,4 Na,5 1,2 §2,3 + X2,4 2,4 —~ AX1,4N1,2E2,a +
AX2,5Na,5 $2,4 — 22 X1,5 M1,2 N4,5 2,4 + AX1,4 1,2 §2,4 + 22 X1,5 Na,5 1,2 2,4 + X2,5 E3,5
AX1,5M1,2 E2,5 + AX1,5 81,2 E2,5 + X3,4 E3,4 - AX1,4M1,3E3,4 - AX2,4M2,3E3,4+AX3,5N4,5E3,4 -
X% X1,5 11,3 Na,s €3, —~ A2 Xa,5 12,3 Ma,5 3,4 + AX1,2 §1,3 E3,0+ A2 Xa,5 Ma,5 £1,3 3,4 + AX2,2 §2,3 E3,0 —
X2 X1,aM1,2 €2,3 E3,0 + A2 X5 Nays §2,3 E3,4 — X2 X5 M1,2 Na,s 2,3 3,4 + A2 Xe,0 €1,2 €2,3 E3,0 +
X X1,5Ma,s €1,2 €2,3 E3,4 + X3,5 E3,5 - AX1,5 11,3 £3,5 - AX2,5 12,3 E3,5 + A X1,5 1,3 &35 +
AXa,5 €23 E3,5 - A2 Xe,5 11,2 2,3 E3,5 + A2 X1,5 1,2 £2,3 E3,5 + Xa,5 Sa,5 — AX1,5 1,4 Ea,5
AXp,5M2,4 4,5~ AX3,5M3,4 84,5+ AX1,5E1,48a,5+AXp,5E2,4 8,5~ 22 X1,5 N1,2 $2,4 Sa,5 +
22 X1,5 1,2 $2,4 Sa,5 + AX3,5 3,4 Ea,5 — e X1,5 1M1,3 £3,4 $a,5 - 22 X2,5 72,3 £3,4 Sa,5 +

2 2 3 3
A" X1,5E1,3E3,4 84,5+ A" X2,5 $2,3E3,48a,5 - A" X1,5M1,2$2,3E3,4 84,5+ A7 X1,5 1,2 2,3 E3,4 Sas

in[-]:= rhs = ATangente ($Basis ($Basis /. X,z - fas[A]))

Out[~]=

X1,2 F1,2" [A] + Xq,3 F2,3 [A] F1,2" [A] + Xa,4 F2,a [A] F1,2" [A] + Xq,5 F2,5 [A] F1,2" [A] +

X1,4 F2,3[A] 3,2 [A] F1,2" [A] + Xq,5 F2,3[A] F3,5[A] F1,5" [A] + Xq,5 F2,4[A] Fa,5[A] 157 [A] +

X1,5 £2,3[A] F3,4[A] fa,5 [A] F1,2" [A] + X1,3 F1,3" [A] + Xq,4 F3,2[A] F1,3" [A] + Xq,5 F3,5 [A] F1,3" [A] +
X1,5 F3,4[A] fa,5[A] F1,3" [A] + X1,4 F1,4" [A] + Xq,5 Fa,5 [A] F1,2" [A] + Xa,5 F1,5" [A] + Xp,3 F2,3" [A] +

[A] F2,3" [A] + Xa,5 F3,5 [A] F2,3"[A] + Xa,5 F3,4[A] Fa,5[A] F2,3" [A] + Xp,0 F2,4" [A] +

[A) F2,4" [A] +Xo,5 F2,5" [A] + X3,2 F3,4" [A] + X3,5 F4,5 [A] F3,4"[A] + X3,5 F3,5" [A] + Xa,5 f4,5" [A]

X2,4 3,4

X2,5 'F4,5
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in[-]:= (Coefficient[lhs - rhs, #] == 0) & /@ $Basis
out[-]=
{N1,2+&1,2-F1,2' (2] =6,

N1,3+AN1,2M2,3+AN2,381,0+&1,3-AN1,282,3+A81,282,3-TFa,3[A] F1,2 [A] -F1,3"[A] =0,

N2,3+&2,3—-F2,3"[A] =0,

N1,4 + AN1,2 72,4+ AN1,373,4 + 2 N1,21M2,37M3,4+ AN2,4&1,2 + e N2,37M3,4 81,2+ AN3,481,3+ 1,4~
e N1,2 13,4 £2,3 + 2 N3,4€1,282,3-AN1,282,4+A81,082,4-AN1,3E83,4+A&81,3E3,4~ 22 n1,2 £€2,3 3,4 +
22 1,2 €2,3 3,8~ F2,a [ A] F1,2" [A] - F2,3 (4] Fa,a (] F15 [A] - F3,2 (] 1,37 [A] - F1,4"[A] =0,

N2,4+AN2,3NM3,4+AN3,282,3+E2,4-AN2,383,4+XE2,383,4-TF3,4[2] f2,3"[A] -F24"[A] =0,

N3,a+&3,4-F3,4"[1] =0,

1,5+ AN1,2 M2,5 + AT1,3 03,5 + A 01,2 M2,3 13,5 + AN1,a a5 + A° 11,2 2,4 Ma,5 + A 11,3 13,4 a5 +
23 N1,2 M2,3 73,4 N4a,5 + AN2,5 1,2 + e N2,3M3,5 1,2 + e N2,4Na,s 1,2 + 2 N2,3 73,4 Na,s 1,2 +
AN3,5&1,3 + 2 N3,4Na,5 €1,3 + ANa,5 E1,4 + E1,5 - e N1,2 13,5 £2,3 — 233 N1,2 13,4 Na,5 2,3 +
e N3,5 1,2 2,3 + 2 N3,4 Na,s 1,2 £2,3 - e N1,2 Na,s 2,4 + 2 Na,s 1,2 $2,4 -
AN1,2E2,5+A 81,2825 2 n1,3 Na,s £3,4 + e Na,s €1,3 £3,4 - 23 N1,2 Na,s $2,3 3,4 +
2% Nays €1,2 2,3 €3, - AN1,3 E3,5 + A 1,3 E3,5 - A2 N1,2 E2,3 83,5 + A2 1,2 E2,3 S35 -
AN1,aEa,5+ AE1,aEa,s — A2 N1,2 €2,4 Says + A2 E1,2 E2,4 Sa,s - A2 N1,3 E3,4 Says +
22 E1,3 63,0 Ea5 - N M1,2 E2,3 3,0 Eays + X E1,2 E2,3 E3,a Eays — Fa,s [ F10 [A] -
f2,3[A] F3,5[A] F1,2"[A] = Fo,a[A] Fa,5[A] F1,2" [A] - F2,3[A] F3,4[A] Fa,5[A] F1,5"[A] -
f3,5[A] 1,3 [A] = F3,4[A] Fa,5[A] F1,3"[A] —fa,5[A] F1,4" [A] - F1,5" [A] =0,

N2,5 + AN2,37M3,5 +AN2,40N4,s5+ 2 N2,373,4Na,5 + AN3,5 2,3 + e N3,4M4,5 $2,3 + AN4,5s 2,4+ Ea,5 -
e N2,3N4,s £3,4 + A2 Na,s $2,3E3,4 - A12,383,5+A&83,383,5-ANp,a8a,5+AXE8r,48a,5~ 22 N2,3 $3,4 Sa,5 +
22 2,3 E3,a Eays — Fa,5 [A] F2,3" [A] -~ F3,4[A] Fa,5 (2] F2,3" [A] - Fa,5 [A] F2,4"[A] - Fa,5" [A] = O,

N3,5 + AN3,4Na,5+ ANa,5 E3,4+E3,5 - AN3,48a,5 + X E3,4 a5 —Fa,s[A] F3,4°[A] - f3,5"[A] =0,

Na,s + &a,5 — Ta,5" [A] = 9}

in[-1:= {sol} = DSolve[
Join[
(Coefficient[lhs - rhs, #] == @) & /@ $Basis,
$Basis /. x,; o f,;[0] =
])
$Basis /. x,5 - fog[A],
A
1

Out[-]=
{{FL2[A) > An1,2+ X €10, F1,3[A) > An1,3+ A E1,3 - A2 01,0 E2,35
(Al > An2,3+ X823, F1,a[A] 5 -A (-N1,a-S1,a+AN1,282,4a+AN1,383,4)
foalA] = -A (-N2,a- 82,8+ AN2,383,4) 5 T3,4[2] > X (N3,a+E3,4) 5 Ta,5[A] > ANa,5 + X &as,
[A] = Ans,s + A &35 - A N3, Ea,5,5 Fa,5[A ]%)Wiz5+/\§25—A2772,3§3,5—)k2772,4§4,5;
Fis (A > Any,s+ A &1,5 - 22 N1,2 €05 - A2 11,3 E3,5 - A2 11,4 a5 ) )
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in[-]:= s0l /. A>1

Out[-]=
{f1,2[1] = n1,2+ &1,25 F1,3[1] > 11,3+ €1,3 - M1,2 E2,35 F2,3[1] > 12,3+ &2,3,
f1,4[1] > 11,4+ 1,4 - M1,2 €2,4 = 11,3 €3,45 T2,4[1] > M2,a+ E2,4 - 12,3 €3,4,
f3,4[1] > 13,4+ E3,45 Ta,5[1] > Na,s + Ea,55 F3,5[1] > 13,5 + €3,5 ~ 13,4 €45,
f2,5[1] > 12,5 + €2,5 - N2,3 3,5 ~ N2,4 €a,55 T1,5[1] = N1,5 + E1,5 - 11,2 E2,5 ~ M1,3 €3,5 ~ N1,4 4,5}

ii-1= 0801 = Eq,2)52y [X1,1[2] €1,1[1] +X1,1[2] &1,1[2] + e 52120 x; 5[2] &1 ,[1] + e *221Y x; 5[2] &1 5[2] +
e f12l2 X1,3[2] €1,3[1] + e 3 x 3127 &,3(2] + @t X1,4[2] €1,4[1] +
e et %) 412] €1,a02] + @ 31 xg 5[2] &1,5[1] + @551 %y 5[2] &1,5[2] +
X2,2[2] €2,2[1] +X2,2[2] &£2,2[2] + e 52211 x5 3[2] &5,3[1] - X1,3[2] &1,2[2] &2,3[1] +
e &2 %, 3[2] &5,3[2] + @ 52213 x; 4[2] £5,4[1] - X1,4[2] &1,2[2] &2,4[1] +
et x; 412] £2,402] + @ 52212 x5 5[2] €5,5[1] - Xq,5[2] £1,2[2] &2,5[1] +
e 55 %, 5 [2] €2,5[2] +X3,3[2] €3,3[1] +X3,3[2] €3,3[2] + e 212 x5 4[2] £3,4[1] -
X1,4[2] €1,3[2] &€3,a[1] - X2,4[2] €2,3[2] €3,a[1] + e 411 x5 4[2] &£3,4[2] +
e #3012 x5 5 [2] €3,5[1] - X1,5[2] €1,3[2] &3,5[1] - Xp,5[2] &2,3[2] &3,5[1] +
e &l X3,5[2] €3,5[2] + X4,4[2] €a4,4[1] +Xa,4[2] €4,4[2] + e tnel2] Xa,5[2] &€a,5[1] -
X1,5[2] €1,a4[2] €a,5[1] - X2,5[2] £2,4[2] €4,5[1] - X3,5[2] &£3,4[2] &€a,5[1] +
e &M %y 5[2] €4,5[2] + Xs,5[2] €5,5[1] +Xs,5[2] €5,5[2], @, @] [1] /. & ,: [_]1>©

Out[e]=
X1,2[2] €1,2[1] +X1,2[2] €1,2[2] +X1,3[2] €1,3[1] +X1,3[2] &1,3[2] +
X1,4[2] €1,4[1] +X1,4[2] £1,4[2] +Xq,5[2] 1,5 [1] + Xq,5[2] &1,5[2] +X2,3[2] &2,3[1] -
X1,3[2] €1,2[2] £2,3[1] +X2,3[2] &2,3[2] +X2,4[2] £2,4[1] = X1,4[2] &£1,2[2] &2,4[1] +
X2,4[2] £2,4[2] +X2,5[2] &2,5[1] = X1,5[2] £1,2[2] &2,5[1] +Xa,5[2] €2,5[2] +X3,4[2] €3,4[1] -
X1,4[2] €1,3[2] &3,4[1] - X2,4[2] 52,3[ 1 €3,a[1] +X3,4[2] £3,4[2] +X3,5[2] &3,5[1] -
X1,5[2] £1,3[2] &3,5[1] = X2,5[2] £2,3[2] &3,5[1] + X3,5[2] &£3,5[2] + Xq,5[2] £4,5[1] -
X1,5[2] £1,4[2] Ea,5[1] = X2,5[2] £2,4[2] €4,5[1] - X3,5[2] &£3,4[2] Ea,5[1] + Xa,5[2] Ea,5([2]

in[-]:= Expand@Total[sol /. {&.s = E.s5[1], Nas = E.5[2] , Rule » Times, A1, f 5 [_]1 = X,5[2]13] -
osol

Out[«]=
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