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Pensieve header: The Drinfel’d-Kohno algebra and associators.

SetDirectory["C:\\drorbn\\AcademicPensieve\\2015-02"] ;
<< ../Projects/WKO4/Freelie.m
<< DrinfeldKohno.m

FreelLie ' implements / extends
{*, +, **, $SeriesShowDegree, (), J, =, ad, Ad, adSeries, AllCyclicWords,
AllLyndonWords, AllWords, ASeries, AW, b, BCH, BooleanSequence, BracketForm,
BS, CC, Crop, CW, CWS, CWSeries, D, Deg, DegreeScale, DerivationSeries, div, DK,
EulerE, Exp, Inverse, j, J, JA, LieDerivation, LieMorphism, LieSeries, LS, LW,
LyndonFactorization, New, RandomCWSeries, Randomizer, RandomLieSeries, RC, SeriesSolve,

Support, tb, TopBracketForm, tr, UndeterminedCoefficients, I', ¢, A, A, —, A}.

DrinfeldKohno' in FreelLie ' implements / extends {DK, DKS, Morphism, t, o}.

DK (Drinfel'd-Kohno Elements)

b[t[1, 2], t[1, 3]]
DK[3, LW[1, 2]]

b[t[1, 2], t[1, 3]] +b[t[1, 2], t[2, 3]]
0

b[DK[2, LW[1]], DK[4, LW[2, 2, 3] +LW[2, 3, 3]]] // InputForm

DK[4, -LW[l, 2, 2, 3] - LW[l, 2, 3, 3] + Lw[l, 3, 2, 2] - 2«Lw[l, 3, 2, 3] - LW[L,

t[1, 2] // o[1, 34]

DK[3, LW[1]] + DK[4, LW[1]]

t[1, 2] // ol4, 3]

DK[4, LW[3]]

DK[3, LW[1, 2]] // o[l, 2, 34]

DK[3, LW[1l, 2]] +DK[4, LW[l, 2]]
DKSeries

DKS[b[t[1, 2] +t[2, 3], t[3, 4]]]
DKS[0, -t24t34, O, ...]

DKS[b[t[1, 2] +t[2, 3], t[3, 4]]1] // o[2, 1, 3, 4]
DKS[0, -t1atsa, O, ...]
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DKS[b[t[1, 2] +t[2, 3], t[3, 4]1]1] // o[1, 2, 3, 45]

DKS[0, ~Toatsa - tostas, 0y ... |

DKS[3, as]
DKS|[t1, as[2, 1] + ti3 as[3, 1] + £y as[3, 2],

tistasas[3, 1, 2], tististesas(3, 1, 1, 2] +tistestesas(3, 1, 2, 2], ...]

DKS[t[1, 2]]

DKS[ 12, 0, 0, ...]

Morphisms LS - DKS

BCH[DKS[t[1, 3]], DKS[t[2, 3]]1]@{5}

1 1 1 p—1 1 Y
DKS[ iz + toz ; t13 oy E Liztoztos + ; i3 L1z tosy z 13 tiz tos tos,

- ti3tosztoztaztos + tiztiztostiztos + Ti3toztiztoztos +
360 120

720
180 tistiztostostos + 18 ti3tiztistastos - tistiztististas, .. ]

DKS[t[1, 2]] // o[l1l2, 3]

DKS|[t13 + €23, 0, 0, ...]

DKS[t[1, 3]] *+*DKS[t[2, 3]]

1 1 1 —
DKS[tn + toz Et13t23r Et13t23t23+;t13t13t23r }

Associators

¢s[2, 1] = ¢s[3, 1] = ¢s[3, 2] =0; ¢s[3, 1, 2] =-1/24;
{2 =DKS[3, ¢s], R=DKS[t[1, 2] /2]};
HFEqn = (& #* (8 // o[3, 2, 1]1)) =DKS[0];
PentEqn =
(2% (2//0[1,23,4]) %+ (2//0[2,3,41)) = ((2//0[12, 3, 4]) ++ (2 // o[1, 2, 34]))

BS[3 True, 2 123 ¢s[3, 1, 2, 2] + 132 ¢s[3, 1, 2, 2] =0, ...]|

SeriesSolve[&, HFEqQn && PentEqgn] ;
z@{6}
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Arbitrator called on {¢s[3, 1, 1, 2]1}...

Arbitrator called on {¢s[3, 1,1, 1,1, 2]}...

1 7tiztastast 7tiztiztast tiztiztist
DKS[O, - — ti3tes, 0, - 13 =23 ~23 =23 | 13C13T23C23  Ti3T13Tag 23’ 0,
24 5760 5760 1440

31 ti3to3trstostostas . 157 ti3tiztog toztis tos ) 31 ti3toztiz oz tas tos )
967 680 1935360 387072

31 tiztiztostoztoztos 11 tiztiztistoztiztos 31 tiztiztostiztaostos

483840 290304 725760

83 ti3tiztiztastastas . 13 ti3tistististostos  tiztiztiztiztiztes ]
967 680 241920 60480 ’

3@ {8}
Arbitrator called on {¢s[(3, 1, 1,1, 1, 1,1, 2]}...

Arbitrator called on {¢s(3, 1, 1,1, 1,1,2,1,2]}...

1 7 T1s taatost T Tttt
DKS [O, N t13 t23, O, _ 13 ©23 L23 L23 . 13 13 L23 L23 B 13 13 L13 L23
24 5760 5760 1440

- 31 ti3to3tosztostastog . 157 t13ti3toztas tiztos . 31 tiztoztiztasztastos N
967 680 1935360 387072

31 ti3tiztostoztoztos 11 ti3tiztisztoztiztos 31 ti3tiztostiztaostos

483840 290304 725760

83 ti3tiztiztostostas . 13 ti3tiztistiztoztos  tiztiztiztistiztas

967 680 241920 60480

127 t13 o3 tas tosz toz tog toztos . 503 ti3tiztaztoztiztosztiztas .
154828800 69672960

4

71 ti3toztiztoztoztiztostas . 127 t13to3tas L1z toz tog toz tas .
9289728 22118400

3613 ti3ti3tosztoztastoztiztas .
464486400

7T ti3tiztoztaztasztiztastos . 107 tiz3tiztoztiztoztoztisztos
737280 29030400

251 ti3tististostostistastos 881 ti3tistastistiztostiztos
116121600 174182400
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209 ti3tig3toztiztiztos tas tos ) 127 t13 o3tz toz oz tog tos tas
51609600 22118400

199 ti3toztiztoztiztostostos N 127 ti3tiztos toztos tos tos tos
21772800 51609600

367 tiztiztiztoztistoztiztos 6439 tiztiztoztostiztosztostos

69672960 696729600

25577 tigtiztiztostoztostiztos 55 tiztiztiztostoztiztostos .

1393459200 3981312

163 tiz3tiztiztiztostiztiztos . 67 t1z3tiztiztestiztiztostos
58060800 11612160

2003 ti3ti3 o3tz toz oz oz tog . 673 ti3tiztrstiztoztiztostas
139345920 43545600

2399 ti3tiztiztas Loz toz tog tog . 2693 ti3tiztiztiztoz oz tiztos .
464486400 348 364 800

15859 ti3ti3tiztos tiztos tas tos . 2893 tiztiztiztiz tos tosz toz tos
1393459200 464486400

1007 tiztistiztiatoztaiztostos 271 tiztiztiztiztiztoztostos .

348364800 58060800
19 ti3tiztistiztiztiztostas - ti3tiztiztiztiztiz iz tos }
9676800 2419200 o

(2 // ol1, 3, 2])@{8}

1 T tit,ts: tiaTotiitr tiatiaTot.
DKS [0, — i3tz O, 13 -23 ~23 ~23 13 +13 +23 +23 13 ©13 ©13 23
24 1440 5760 1440

ti3toztostoztoztoy 199 tiztiztostoztiztos 19 ti3toztisztostastos

60480 5806080 1451520

tiztiz oz tostosztos . 17 tiztiztiztosztiztos . Tiztiztosztiztosztos .

80 640 1451520 725760
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23 tiztiztiztoztostos Tz tiztiztiztostas . tiztiztiztiztiztos

967 680 80640 60480

0 Li3tos oz toz Loz tos oz tos 2293 ti3tis tas togtiztas tas tog .
' 2419200 116121 600

173 t13toztiztoztos tiztos tas . 397 tiztrs tosztiztog tostas tos .

23224320 58060800

11 ti3ti3tostoszttoztogztiztos . 181 ti3tiztastoztoztiztostas

38707200 19353600

259 ti3tistostistastastistoy 293 ti3tiztiztoz Loz tiztiz tos .

49766400 116121600

’

2015-02-18 18:10:13

tististostististostistos 809 ti3ti3tosztiztiztos Loz tos . tistastiztostostostastos

194400 464486400

19 ti3toztiztoztiztogtoztos  tiztiztosztoztostostastos N 799 ti3tiztiztoztiztoztiztos
69672960

5529600 1935360

101 ti3tiztoztoztiztostostos . 11279 tiztiztiztoztoztoztistos .

43545600 1393459200

2929 tiztiztiztos Loz iz tog tog . 67 ti3tiztiztistoztiztiztos .

ti3tiztiztoztiztiztoz tos

696729600 58060800

1399 ti3tistoztiztostoztostos 1469 tistiztoztistoztiztostos .

348364800 348364800

61 ti3tiztiztoztoztoztoztay 6191 tiztiztiztiztoztoztistos .

58060800 348364800

5291 tiztiztiztostiztoztostos 499 tiztigtiztiz oz tosztostos .

1393459200 464486400

ti3tiztistiztiztoztiztos 2131 tiztiztiztiztostiztaostos .

241920 348364800

2764800

61 t13tiztiztistiztoztostos  tiztiztiztiztiztisztostos . ti13tiztiztiztiz tiz tas tos

58060800 1935360
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z@{10}
Arbitrator called on {¢s[3,1,1,1,1,1,1, 1,1, 2]}...

Arbitrator called on {¢s[3,1,1,1,1,1,1,1,2,1, 2]}...

DKS [0, L T3, 0, - 7T t13t23tss tas . 7tiztiztostss  tastastastos o,
24 5760 5760 1440

31 ti13to3trs oz tastas . 157 ti3tiztog toztis tos ) 31 ti3toztiztoztas tos )

967680 1935360 387072

31 tiztiztostoztoztos 11 tiztiztistoztiztos 31 tiztiztostiztaostos

483840 290304 725760

83 ti3tiztiztostastas . 13 ti3tiztiztiztoztos  tiztiztiztiztiztos

967680 241920 60480

127 ti3toztrs toz oz tog Loz tas . 503 tiztiztosztoztiztoztiztas .
154828800 69672960

’

71 tiz3toztiztoztaztiztostas ) 127 ti3toztas tiztoz tog Loz tas .
9289728 22118400

3613 ti3tiztoztoztostoztiztos . 7T tiztiztoztoztaztiztoztos .
464486400 737280

107 tiztiztostiztostoztiztoy 251 ti3tiztigtoztoztiztiztos
29030400 116121 600

881 tiztiztostiztiztoztiztos 209 tiztiztostiztiztostostys

- +
174182400 51609600
127 tiztostistoztostoztoztos 199 tiztoztistoztiztostostos .

22118400 21772800

127 tiztiztoztoztoztoztoztas 367 ti3tiztiztosztiztasztiztos
51609600 69672960

6439 tiztiztostoztistozttoztos 25577 tiztiztiztrs toztoztiztos

696729600 1393459200

55 ti3tiztiztoz oz tigtoztas . 163 ti3tiztiztiztoztiztiztas .
3981312 58060800
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67 ti3tiztiztoztiztiztoztoy 2003 t13ti3togtiztastostostos .

11612160 139345920

673 t13ti3toztas taz iz taztos 2399 a3 tististaz oz tostastas .
43545600 464486400

2693 t1z3tiztiztiz Loz oz tigtog . 15859 ti3tiztiztoztiztosztos tas
348364800 1393459200

2893 ti3tiztiztiztoztoztoztos 1007 tiztiztistiztoztiztostos

464486400 348364800

271 tiz3ti3tiztiztiztos tas tos . 19 ti3tiztiztiztiztistozttos  tiztiztiztiztiztiztisztos

58060800 9676800 2419200

~ 73 t13to3trstoztoz oz toztogtostos . 117347 ti3tiztostosztiztogtiztoztiztos .
3503554560 91 968307200

4

511 tiztoztostoztiztosztoztostostos . 1055083 ty3tyztastostoztostiztosztistos )
1167851520 735746457 600

1023721 ti3ty3ta3tastastiztaztostiztos . 2510923 ti3ti3tastiztaztostiztoztis tas

245248819200 2207239372800

199 ti3tiztostoztiztoztoztigtozttos 19847 tiztiztiztoztistiztoztiztiztos

232243200 91968307200

66301 ti3tiztasztiztastiztiztostostos . 4561 ti3toztiztoztog Loz ozt tostas .
183936614400 1916006400

23239 ti3toztiztostoztostiztostas tos . 73 t13to3trstiztos togtosztastostos
22295347200 145981 440

39043 ti3tostoztiztosztoztistostostas . 5947 tiztiztoztoztos Loz oz toz tiztys .
30656102400 11678515200

4751 ti3tiztoz oz toztoz oz tiz taztos . 841 ti3tiztostoztoztoztiztaztostos .
5839257600 875888 640
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2437 ti3tiztastastiztastostastistos . 8269 ti3tiztoztoztoztiztoztiztastos
7431782400 6131220480

206323 ty3tiztiztoztoztiztoztiztiz oy 132277 tiztiztosztiztostoztoz oz tiztos N

183936614400 122624409600

213901 ti3tigtosztiztaztistastoztistas 85363 ti3ti3toztiztosztoztiztiztos tos

122624409600 245248819200

41 ti3tiztostoztiztistoztoztiztos 2929 i3 tiztos oz tiztos L1z tosz togtog

56770560 6812467200

3653 tiz3tiztoztostiztiztostozttoztos 94807 tiztiztiztos toz ozt tiztistas

8758886400 245248819200

6049 ti3tiztiztaztostoztiztiztoztos 2273 ti3tiztiztoztiztoz oz tiztiztos

17517772800 16349921280

266111 ty3tiztiztoztoztistiztoztiztos N 863 ti3tiztiztiztoztoztiztiztiztos .
735746457 600 15328051200

6679 tiztiztiztoztiztiztiztoztisztos . 199 tiztiztiztoztiztiztiztostostos

22992076800 1277337600

313739 tiztiztastiztiztostiztogtistas 365903 tiztistaztiztistaztoztosttiztos

2207239372800 183936614400

279221 ti3tiztastiz izt Loz tiz oz tog . 350419 ti3ti3toztiztiztoztiztiztostos
245248819200 735746457 600

1973 tiz3tiztoztiztiztoztoztoztastos . 24961 tistiztostiztiztostistastastos .
3892838400 61312204800

73 ti3toztiztoztoztogtoztoztoztys 320863 tiztostiztoztiztoztoztiztostos

259522560 122624409600

19183 tiztasztiztostoztiztogtoztoztos 238369 ti3tosztiztosztiztostosztoztostos .

11678515200 147149291520
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6445 ti3toztiztoztiztoztiztogtostos . 73 t13tizto3toztoztastoztostostos
2675441 664 875888 640

41 ti3tiztistoztiztogtiztostiztas 79559 tiztiztostoz oz tiztoztos tostog

1724405760 91968307200

36791 tiztiztiztoztoztostiztostiztos 454001 £13 €313 0323132303 133 .
12262440960 147149291520

29173 ti3tiztiztostiztoztiztiztostos 20683 ti3ti3to3tiztoz oz tas tiztos tos

147149291520 2874009600

88439 ti3tiztostoztiztostoztoztostas 1464809 ti3ti3t13ta3ta3taztostasztiztys

40874803200 735746457600

42221 ti3tiztiztostaztostoztiztostas 27367 tiztiztiztas tostas tiztostas tos .
11496038400 13624934400

3851 tiz3ti3tiztiztastiztostiztiztos . 6289 ti3tiztiztoztiztosz ozt tiztos
3832012800 3185049600

133009 ti3tiztiztostoztiztostiztostos . 30853 ti13ti3tiztoztaztiztiz Loz tos tos .
122624409600 35035545600

38989 tiztiztiztiztas ozt tiztiztas . 2629 t13tiztizti3toz oz b3 tiz tos tos
35035545600 44590069440

2554675200 1703116800

311 ti3tiztiztiztistoztiztiztiztos 629 t13tiztistiztoztiztiztiz oz tos .

352211 ti3tiztiztosztiztiztoz oz tiztos . 19069 tiz3ti3tiztoztiztiztoztog tostos
183936614400 13624934400

735746457600 22992076800

631669 tiztiztiztaztistiztaztistoztas 26947 ti3ti3ta3tiztos tas tos tas tastos .

14669 tiztiztoztiztosztoztistostostas . 391 tiztiztostiztostiz oz tog tostos
13138329600 87588864
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42709 tiz3tiztoztiz taztiz togtiztostos 1621 tiztiztiztos tos toz oz toztos tos .

45984153600 6812467200

172429 t13ti3ti3tiztaztostiz tos iz tas . 247139 ti3ti3tiztastiztaztostiz tostos .

147149291520 147149291520

152261 tistiztiztostastistastastostos . 127823 tiz3tiztiztiztoztoztoztoztistos .

91968307200 52553318400

1547 ti3tiztistiztostostostiztostas 52153 ti3ti3tistiztastiztostasztistas

547430400 61312204800

1037 tiztiztiztiztiztoztos tiz tiztos . 16501 ti3ti3tiztiztastiztiztogztiztos

1703116800 91968307200

71 ti3tiztistiztoztistiztostostos . 55163 ti3tiztiztostiztoztostostystos

72990720 30656102400

351163 t13tiztiztostiztostiztosztostos . 12941 ti3ti3tiztiztag toz oz tog tostos .

147149291520 30656102400

tiz3tiztistiztiztogtiztostiatoy 18811 ty3tiztistiztoztostiztostostos

14598144 45984153600

91661 tiz3tiztiztiztiztoztozttozttiztas 45701 tiztiztiztiztiztostostiztastas .

66886041600 91968307200

569 tiz3tiztiztiztiztiztoztiztyztos . 3841 ti3tiztiztiztiztoztiztiztastos

7664025600 15328051200

1117661 ti3tiztiztiztoztiztosztaztostos . 424531 ti13tiztiztiztoztiztoztiztastos

735746457600 735746457 600

2281 ti3tiztiztiztiztasztastasztastos . 6187 ti3ti3tiztiztiztiztaztaztiztos .

4541 644800 22992076800
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211187 tyztiztiztiztiztagtiztoz togtos . 6103 ti3tiztiztiztiztiztoztag tostos
245248819200 15328051200

11903 tiztiztiztiztiztiztastiztoztas 59 tiztiztistiztiztiztiztas tostog .

45984153600 283852800
5tiztiztiztiztiztiztiztiztostos - Ti3tiztiztiztiz iz tiztiztiztos ]
76640256 95800 320 o

TimeUsed][] /3600
8.06263
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