
U1@x_, y_D :=

Αx,y Βx,y 0

Γx,y ∆x,y 0

0 0 1

; U2@x_, y_D :=

1 0 0
0 Αx,y Βx,y

0 Γx,y ∆x,y

;

U1@1, 2D.U2@1, 3D.U1@2, 3D �� MatrixForm

Α1,2 Α2,3 + Α1,3 Β1,2 Γ2,3 Α1,2 Β2,3 + Α1,3 Β1,2 ∆2,3 Β1,2 Β1,3

Α2,3 Γ1,2 + Α1,3 Γ2,3 ∆1,2 Β2,3 Γ1,2 + Α1,3 ∆1,2 ∆2,3 Β1,3 ∆1,2

Γ1,3 Γ2,3 Γ1,3 ∆2,3 ∆1,3

U2@2, 3D.U1@1, 3D.U2@1, 2D �� MatrixForm

Α1,3 Α1,2 Β1,3 Β1,2 Β1,3

Α2,3 Γ1,3 Β2,3 Γ1,2 + Α1,2 Α2,3 ∆1,3 Β2,3 ∆1,2 + Α2,3 Β1,2 ∆1,3

Γ1,3 Γ2,3 Α1,2 Γ2,3 ∆1,3 + Γ1,2 ∆2,3 Β1,2 Γ2,3 ∆1,3 + ∆1,2 ∆2,3

eqns = Simplify@And �� Thread@
Flatten@U1@1, 2D.U2@1, 3D.U1@2, 3DD � Flatten@U2@2, 3D.U1@1, 3D.U2@1, 2DDDD

Α1,2 Α2,3 + Α1,3 Β1,2 Γ2,3 � Α1,3 &&

Α1,2 HΒ1,3 - Β2,3L � Α1,3 Β1,2 ∆2,3 && Α2,3 HΓ1,2 - Γ1,3L + Α1,3 Γ2,3 ∆1,2 � 0 &&

Α1,2 Α2,3 ∆1,3 � Α1,3 ∆1,2 ∆2,3 && Β1,3 ∆1,2 � Β2,3 ∆1,2 + Α2,3 Β1,2 ∆1,3 &&

Α1,2 Γ2,3 ∆1,3 + HΓ1,2 - Γ1,3L ∆2,3 � 0 && ∆1,3 � Β1,2 Γ2,3 ∆1,3 + ∆1,2 ∆2,3

eqns1 = SimplifyAeqns �. Ζ_i_,j_ ¦ Ζ0 + Ζ1 ti + Ζ2 tjE

HΑ0 + t1 Α1 + t2 Α2L HΑ0 + t2 Α1 + t3 Α2L + HΑ0 + t1 Α1 + t3 Α2L HΒ0 + t1 Β1 + t2 Β2L HΓ0 + t2 Γ1 + t3 Γ2L �

Α0 + t1 Α1 + t3 Α2 && Ht1 - t2L HΑ0 + t1 Α1 + t2 Α2L Β1 �

HΑ0 + t1 Α1 + t3 Α2L HΒ0 + t1 Β1 + t2 Β2L H∆0 + t2 ∆1 + t3 ∆2L &&

Ht2 - t3L HΑ0 + t2 Α1 + t3 Α2L Γ2 + HΑ0 + t1 Α1 + t3 Α2L HΓ0 + t2 Γ1 + t3 Γ2L H∆0 + t1 ∆1 + t2 ∆2L � 0 &&

HΑ0 + t1 Α1 + t2 Α2L HΑ0 + t2 Α1 + t3 Α2L H∆0 + t1 ∆1 + t3 ∆2L �

HΑ0 + t1 Α1 + t3 Α2L H∆0 + t1 ∆1 + t2 ∆2L H∆0 + t2 ∆1 + t3 ∆2L &&

HΒ0 + t1 Β1 + t3 Β2L H∆0 + t1 ∆1 + t2 ∆2L � HΒ0 + t2 Β1 + t3 Β2L H∆0 + t1 ∆1 + t2 ∆2L +

HΑ0 + t2 Α1 + t3 Α2L HΒ0 + t1 Β1 + t2 Β2L H∆0 + t1 ∆1 + t3 ∆2L &&

HΑ0 + t1 Α1 + t2 Α2L HΓ0 + t2 Γ1 + t3 Γ2L H∆0 + t1 ∆1 + t3 ∆2L + Ht2 - t3L Γ2 H∆0 + t2 ∆1 + t3 ∆2L � 0 &&

∆0 + t1 ∆1 + t3 ∆2 �

HΒ0 + t1 Β1 + t2 Β2L HΓ0 + t2 Γ1 + t3 Γ2L H∆0 + t1 ∆1 + t3 ∆2L + H∆0 + t1 ∆1 + t2 ∆2L H∆0 + t2 ∆1 + t3 ∆2L

sols0 = Union@Union �� SolveAlways@eqns1, 8t1, t2, t3<DD
$Aborted

sols =

Union@Union �� SolveAlways@eqns1 �. 8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0<, 8t1, t2, t3<DD
88Α1 ® 0, Α2 ® 0, ∆1 ® 0, ∆2 ® 0<, 8Α1 ® 0, Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® 0, Γ1 ® -∆1, Γ2 ® 0, ∆2 ® 0<,

8Α1 ® 0, Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® 0, Γ1 ® -∆2, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0<,

8Α1 ® 0, Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® -∆1, Γ1 ® 0, Γ2 ® 0, ∆2 ® 0<,

8Α1 ® 0, Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® -∆2, Γ1 ® 0, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0<,

8Α1 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® 0, Γ1 ® -Α2, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0, ∆2 ® 0<,

8Α1 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® -Α2, Γ1 ® 0, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0, ∆2 ® 0<,

8Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® 0, Γ1 ® -Α1, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0, ∆2 ® 0<,

8Α2 ® 0, Β1 ® 0, Β2 ® -Α1, Γ1 ® 0, Γ2 ® 0, ∆1 ® 0, ∆2 ® 0<<
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MatrixFormB
Αx,y Βx,y

Γx,y ∆x,y
�. Ζ_x_,y_ ¦ Ζ0 + Ζ1 x + Ζ2 y �. 8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0<F �. sols

:K 0 1 + x Β1 + y Β2

1 + x Γ1 + y Γ2 0
O, K 0 1

1 - x ∆1 x ∆1
O, K 0 1

1 - x ∆2 y ∆2
O, K 0 1 - y ∆1

1 x ∆1
O,

K 0 1 - y ∆2

1 y ∆2
O, K y Α2 1

1 - x Α2 0
O, K y Α2 1 - y Α2

1 0
O, K x Α1 1

1 - x Α1 0
O, K x Α1 1 - y Α1

1 0
O>

Eigenvalues ��

Αx,y Βx,y

Γx,y ∆x,y
�. Ζ_x_,y_ ¦ Ζ0 + Ζ1 x + Ζ2 y �. 8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0< �. sols

::- 1 + x Β1 + y Β2 1 + x Γ1 + y Γ2 , 1 + x Β1 + y Β2 1 + x Γ1 + y Γ2 >,

81, -1 + x ∆1<, :
1

2
y ∆2 - 4 - 4 x ∆2 + y2

∆2
2 ,

1

2
y ∆2 + 4 - 4 x ∆2 + y2

∆2
2 >,

:
1

2
x ∆1 - 4 - 4 y ∆1 + x2

∆1
2 ,

1

2
x ∆1 + 4 - 4 y ∆1 + x2

∆1
2 >, 81, -1 + y ∆2<,

:
1

2
y Α2 - 4 - 4 x Α2 + y2

Α2
2 ,

1

2
y Α2 + 4 - 4 x Α2 + y2

Α2
2 >, 81, -1 + y Α2<,

81, -1 + x Α1<, :
1

2
x Α1 - 4 - 4 y Α1 + x2

Α1
2 ,

1

2
x Α1 + 4 - 4 y Α1 + x2

Α1
2 >>

eqns2 = SimplifyAeqns �. Ζ_i_,j_ ¦ Ζ0 + Ζ1 Hti - 1L + Ζ2 Itj - 1ME

HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t2L Α2L HΑ0 + H-1 + t2L Α1 + H-1 + t3L Α2L +

HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t3L Α2L HΒ0 + H-1 + t1L Β1 + H-1 + t2L Β2L
HΓ0 + H-1 + t2L Γ1 + H-1 + t3L Γ2L � Α0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t3L Α2 &&

Ht1 - t2L HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t2L Α2L Β1 � HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t3L Α2L
HΒ0 + H-1 + t1L Β1 + H-1 + t2L Β2L H∆0 + H-1 + t2L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L &&

Ht2 - t3L HΑ0 + H-1 + t2L Α1 + H-1 + t3L Α2L Γ2 + HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t3L Α2L
HΓ0 + H-1 + t2L Γ1 + H-1 + t3L Γ2L H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t2L ∆2L � 0 &&

HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t2L Α2L HΑ0 + H-1 + t2L Α1 + H-1 + t3L Α2L
H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L � HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t3L Α2L
H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t2L ∆2L H∆0 + H-1 + t2L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L &&

HΒ0 + H-1 + t1L Β1 + H-1 + t3L Β2L H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t2L ∆2L �

HΒ0 + H-1 + t2L Β1 + H-1 + t3L Β2L H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t2L ∆2L +

HΑ0 + H-1 + t2L Α1 + H-1 + t3L Α2L
HΒ0 + H-1 + t1L Β1 + H-1 + t2L Β2L H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L &&

HΑ0 + H-1 + t1L Α1 + H-1 + t2L Α2L HΓ0 + H-1 + t2L Γ1 + H-1 + t3L Γ2L
H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L + Ht2 - t3L Γ2 H∆0 + H-1 + t2L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L � 0 &&

∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t3L ∆2 � HΒ0 + H-1 + t1L Β1 + H-1 + t2L Β2L
HΓ0 + H-1 + t2L Γ1 + H-1 + t3L Γ2L H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L +

H∆0 + H-1 + t1L ∆1 + H-1 + t2L ∆2L H∆0 + H-1 + t2L ∆1 + H-1 + t3L ∆2L

sols2 =

Union@Union �� SolveAlways@eqns2 �. 8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0<, 8t1, t2, t3<DD
$Aborted
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MatrixFormB
Αx,y Βx,y

Γx,y ∆x,y
�. Ζ_x_,y_ ¦ Ζ0 + Ζ1 Hx - 1L + Ζ2 Hy - 1L �.

8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0<F �. sols2

Eigenvalues ��

Αx,y Βx,y

Γx,y ∆x,y
�. Ζ_x_,y_ ¦ Ζ0 + Ζ1 Hx - 1L + Ζ2 Hy - 1L �.

8Α0 ® 0, Β0 ® 1, Γ0 ® 1, ∆0 ® 0< �. sols2
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